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Résumé 

Nous mettons en évidence l'existence d'une structure symplectique sur l'espace 
des courbes non paramétrées et non dégénérées d'une variété localement 
affine. Nous considérons également des espaces de courbes projectives munis 
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le crochet de Gel'fand-Dikii à la géométrie projective différentielle. 

Abstract 
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1 INTRODUCTION 



Il existe beaucoup de façons de construire des structures symplectiques sur 
les espaces de courbes dans des variétés. 

La variété dont on considère l'espace de courbes doit être munie d'une 
certaine structure géométrique. De nombreux travaux ont été dédiés au 
cas des variétés riemanniennes (voir par exemple [Ig][Iv]) et symplectiques. 
Enfin, le cas des variétés de dimension 3 munies d'une forme volume a été 
considéré dans [Br]. 

Nous nous intéresserons, dans cet article, à l'espace des courbes non 
dégénéréeJI sur une variété localement projective. La question principale 
qui est à l'origine de ce travail est la suivante : 

Existe-t-il une forme symplectique sur cet espace qui ne dépende que de la structure 
projective placée sur la variété ? 

Cette question nous amène naturellement à la théorie des algèbres de Lie 
de dimension infinie. Précisons ce fait par un premier exemple : la forme 
symplectique sur l'espace des structures projectives du cercle unité est 
reliée à la structure de Poisson canonique dont est doté le dual de l'algèbre 
de Virasoro-. C'est la généralisation de cette structure - le crochet de Gel' 
fand - Dikii - qui prend le relais dans le cas d'une variété projective de 
dimension > 1. Le lien existant entre la géométrie différentielle projective et 
les algèbres de Lie de dimension infinie constitue le sujet principal de notre 
article. 

Les résultats nouveaux sont les suivants : 

1.1 Nous présentons une définition purement géométrique de la forme sym- 
plectique sur l'espace de toutes les structures projectives sur à mon- 
odromie fixée (chap. 2.7). Cette 2-forme coïncide avec la forme de Kirillov 
- Kostant - Souriau sur les orbites coadjointes dans le dual de l'algèbre de 
Virasoro Vir (voir [Ki]). 

1.2 Soit Tt l'espace des courbes 7 paramétrées et non dégénérées sur la 
sphère S"" àmonodromieT G PGL{n+l ; M) fixée (c'est-à-dire : ■j{x+27i) = 

"''c'est-à-dire qu'en chacun de ses points, son drapeau osculateur est non dégénéré. 



1 



T.j{x) WxeM). Notons 



PGL{n + 1; M) 

le quotient de cet espace par la relation d'équivalence projective. Nous 
démontrons alors le : 

Théorème, (i) [K0,0] Les espaces Vt sont les feuilles symplectiques du 
crochet de Adler-Gel'fand-Dikiï. 
(a) L'application du moment 

II-.Vt^ {Virf 

pour r action naturelle du groupe Diff(5'^) des difféomorphismes du cercle, 
coïncide avec la courbure projective. 

Corollaire: // existe sur Tt une forme symplectique invariante sous 
l'action du groupe Diff(S'^) . 

Nous présenterons dans le chapitre 7.4 la formule précise de la forme 
symplectique construite sur l'espace des courbes non oscillantes de MP^. 

Toutefois, nous nous attacherons plutôt à examiner le cas de l'espace des 
courbes géométriques (c'est-à-dire : non paramétrées), la structure symplec- 
tique induite par le crochet de Adler-Gel' fand - Dikii servant de fil d'Ariane. 
Cette forme symplectique sera calculée explicitement dans le cas, plus simple, 
des courbes dans le plan projectif. 

1.3 Soit M une variété localement affine de dimension n. La notation 
Cjç^(A'/) désignera l'espace des courbes fermées, non dégénérées et non paramétrées 
sur M et Cjj(M) l'espace quotient de Cjj(M) par la relation d'équivalence 
affine des courbes. Nous avons alors le : 

Théorème 1 Cid{M) est une variété symplectique dont chaque com- 
posante connexe est isomorphe à un certain espace Vt^S^^^). 

Remarquons que cet isomorphisme permet de définir une action du groupe 
Diff(S^) sur l'espace des courbes non paramétrées ! 

1.4 En ce qui concerne le cas plus intéressant de l'espace des courbes sur 
une variété localement projective, une construction analogue au cas affine 
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ne conduit pas à l'existence d'une structure symplectique mais à celle d'un 
crochet de Poisson. De plus, la définition de la non dégénérescence doit être 
renforcée: dans le cas de MP^, les courbes doivent être non dégénérées (au 
sens classique) mais doivent être également exemptes de points sextactiquesi: 
ce sont ceux en lesquels la courbe entretient avec sa conique osculatrice un 
contact d'ordre > 5. 

Ces courbes seront appelées courbes de Cartan. 

Théorème 2 L 'espace des courbes de Cartan non paramétrées et à mon- 
odromie fixée est une variété de Poisson : il existe une immersion de cet 
espace dans l'espace des structures projectives sur 

1.5 En général, sur l'espace des courbes de MP^ non paramétrées, non 
dégénérées et à monodromie fixée (sans conditions sur l'éventuelle présence 
de points sextactiques), nous définissons un feuilletage symplectique : chaque 
feuille est munie d'une d'une forme symplectique. Les courbes qui sont sur 
une même feuille possèdent le même nombre de points sextactiques. 

Un problème d'ordre topologique qui nous semble intéressant se pose 
alors : 

Problème: Classer à homotopie près les courbes dans MP^ non dégénérées, 
à monodromie fixée et possédant k points sextactiques. 

Par exemple, pour les courbes fermées : k est pair > 6 (il s'agit d'un 
théorème classique de géométrie différentielle affine : le théorème des 6 som- 
mets. Voir [Bo][Bu] et le chapitre 2). Notons que la classification des courbes 
fermées et non dégénérées (sans conditions sur le nombre de points sextac- 
tiques) a été effectuée dans [Lil] (voir aussi chap. 2). 

Toutes les constructions de cet article font intervenir deux structures 
géométriques sur une courbe : sa longueur (affine ou projective) et sa cour- 
bure (affine ou projective). 



^ Cette terminologie peut s'expliquer par cette remarque de Elle Cartan: "La conique 
osculatrice passant par un point sextactique a six points au moins en commun avec la 
courbe." 
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2 Eléments de la géométrie différentielle des 
courbes projectives et affines 

Nous rassemblons ici quelques résultats de la géométrie différentielle réelle 
des courbes dans l'espace projectif (ou affine). 

La géométrie projective étudie les propriétés projectivement invariantes 
de ces objets. Le groupe PGL{n ; IR) des "symétries projectives" ne laisse 
sur l'espace IRP^~^ aucune structure invariante (riemannienne, symplectique, 
de contact . . . etc) mis à part la structure projective. C'est la raison pour 
laquelle, les notions les plus élémentaires de la géométrie différentielle pro- 
jective ne sont guère aisées à décrire. 

Nous présentons dans ce chapitre des résultats classiques (qui, sans doutes, 
mériteraient d'être plus connus) sous une forme contemporaine et de manière 
élémentaire. 

2.1 Structures projectives et affines sur une variété 

Une structure projective sur une variété est une façon d'identifier (localement 
et en chacun de ses points) cette variété avec l'espace projectif. 

Définition 2.1.1 

(i) Soit M une variété diff'érentiahle de dimension n. Un atlas projectif sur 
M est la donnée d'une famille de plongements ipa : Ua ^ MP"^ {a G /) 
dont les domaines de définition forment un recouvrement ouvert de M et 
telle que les changements de cartes ga/s = v^a o (p'^^ soient des restrictions 
d'éléments du groupe projectif P G L{n + 1 ; Œt). 

(a) Deux atlas projectif s sont dits équivalents si leur réunion est encore 
un atlas projectif. 

(m) Une structure projective sur M est la donnée d'une classe d'équivalence 
d'atlas projectif s. 

Exemple: Toute surface orientable admet des structures projectives. 

Définition - Groupe de monodromie : Une structure projective a 
sur M définit (modulo conjugaison) une immersion du revêtement universel 
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de M dans l'espace projectif de dimension n : 

: M^IRP'' 

ainsi qu'un homomorphisme du groupe fondamental de M dans le groupe 
projectif : 

T :ni{M) ^ PGL{n + l; R). 
(fi et T devant satisfaire la relation d'équivariance suivante : 

ifiia.O = T{a).^iO Va G 7ri(M), G M. 

(fi est appelée une application développante pour la structure a et l'image de 
T est le groupe de monodromie associé à (fi. 

Le couple (99, T) est défini modulo l'action du groupe projectif : 

A.{(fi, T) = {A.(fi, A.T.A-^) A e PGL{n + 1;R) 
{(fi, T) est une paire développante pour la structure a. 

Définition 2.1.2 Une structure projective sur une variété M est appelée 
une structure affine si tous les changements de cartes gap sont dans le groupe 
affine : 

Aff{n ; R) ^ GL{n ; r)xiR" ^ PGL{n + 1;R) 
(à conjugaison près). 

Les applications développantes d'une structure affine sont à valeurs dans 

(fi : M ^ R"" 

2.2 Espace des courbes non dégénérées 

M désigne ici une variété localement projective de dimension n, c'est-à-dire 
un couple formé par une variété et une structure projective sur cette dernière. 

Définition 2.2.1 Une courbe fermée 7 : S'^ M est dite non dégénérée 
si, dans une carte projective, les vecteurs 7', 7", . . . , 7^'*) sont linéairement 
indépendants. 



5 



Remarque Le drapeau engendré par ces vecteurs est non dégénéré et 
indépendant du choix d'une carte projective. 

Notion d'équivalence projective - Définition : 

(i) Deux courbes 71 et 72 dans iRP" seront dites projectivement équiva- 
lentes si il existe A e PGL{n + 1 ; iR) tel que : 

72 = A o 71 

(ii) Soit M une variété localement projective de paire développante (</?, T). 
Une développée d'une courbe 7 : M ^ M est une courbe M — > MP"^ de la 
forme (/? o 7, 011 7 désigne un relèvement de 7 dans le revêtement universel 
de M. 

(iii) Deux courbes 71 et 72 dans M seront dites projectivement équivalentes 

si elles possèdent deux développées qui le sont. Cette définition est indépendante 
du choix de ces développées. 

Notons que cette définition s'étend sans problèmes au cas des courbes 
non paramétrées. 

Equivalence affine La notion d'équivalence des courbes dans une variété 
localement affine se définit de manière analogue : il suffit de remplacer IRP^ 
par iR" et PGL{n + 1;1R) par Aff{n ; R). 

Nous garderons la même notation pour les espaces de courbes modulo 
équivalence affine. 

Cas des courbes à monodromie Soit 7 une courbe projective non 
dégénérée dans IRP^ et T un élément de PGL{n + 1 ;1R). Nous dirons que 
cette courbe est T-équivariante si : 

7(2; + 27r) = T.-f{x) Va; e iR 

Géométriquement, il est plus important d'étudier les courbes à équivalence 
projective près. La monodromie est alors bien définie si on la considère 
comme une classe de conjugaison dans PGL{n + 1 ;M). Pour le cas affine, 
les définitions sont analogues. 

Notations On notera : 
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(i) V{M) l'espace de toutes les structures projectives sur une variété M 

(ii) Vt{M) C V{M) l'espace dos structures projectives sur M dont la 
monodromie est fixée et égale k T (T désigne ici un homomorphisme T : 
7ri(M) —>■ PGL{n + 1 ; M) défini à conjugaison près). 

(iii) C{M) l'espace de toutes les courbes non dégénérées et non paramétrées 
sur une variété M munie d'une structure projective (ou affine). 

(iv) Cq{M) C C{M) l'espace des courbes équivariantes (la monodromie 
n'est pas fixée). 

(v) Ct{M) c Co(M) l'espace des courbes équivariantes à monodromie 

fixée = T 

(T désignant ici une classe de conjugaison dans PGL{n + 1 ; M)). 

(vi) C{M),Co{M) et Ct{M) désignent les espaces quotients par la rela- 
tion d'équivalence projective (ou affine) des espaces définis ci-dessus. 

(vii) r(M) l'espace des courbes non dégénérées et paramétrées. 

Les espace ro(M), Tt{M), F (M) etc. . . se définissent de la même façon. 

2.3 Homotopie. 

Une question d'ordre topologique se pose immédiatement, à savoir : calculer 
les classes d'homotopie de courbes non-dégénérées sur une variété locale- 
ment projective (ou localement affine). Il s'agit ici d'homotopie à travers les 

courbes fermées et non dégénérées. La question est donc de déterminer les 
composantes connexes de l'espace Cid{M). Nous présentons ici des résultats 
connus : 

Composantes connexes de Cid{JR^) Ces classes d'homotopie sont 
repérées par un entier : le degré de l'application de Gauss (voir [Lil] [Wh]) 
associée à chaque courbe. Il y en a donc un nombre infini dénombrable. 

Le théorème de Little [Ll] L'espace Cid{IRP^) possède trois com- 
posantes connexes : toute courbe fermée et non dégénérée sur MP^ est ho- 
motope à l'une des trois courbes dessinées ci-dessous (fig. 1) : 
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Fig. 1 

Remarquons que, dans la classe des courbes lisses, les courbes (a) et (c) 
sont isomorphes. 

L'espace Cîrf(iR^) possède encore trois composantes connexes chacune cor- 
respondant à l'une des courbes de la Fig. 1 via l'application de Gauss (voir 
[L2]). 

La classification des composantes connexes de l'espace Ct(-KP") pour 
tout T e PGL{3 ; R) est donnée dans [K-S]. 

Les classes d'homotopie des courbes sur iRP™ ont été calculées récemment 
dans [Sh] oii il est démontré que l'espace Cid{IRP"') possède 3 composantes 
connexes pour n pair et 2 pour n impair. 

2.4 Courbes projectives et opérateurs différentiels linéaires 

Notons £" l'espace des opérateurs difi^érentiels linéaires L d'ordre n > 2 de 
la forme : 

L = a" + Un-2{x)d''-^ + Un-3{x)d''-^ + ... + Uo{x) (l) 

OÙ (9 = ^ et Mi G Vi G {0, 1, . . . , n - 2}. 

Le fait suivant précise le rapport existant entre les opérateurs (1) et les 
courbes (paramétrées) non dégénérées sur 1RP"~^ : 

Lemme 2.4.1 (Wilczynski [W], [C]) L'espace des courbes projectives (paramétrées) 
non dégénérées modulo équivalence projective est isomorphe à l'espace des 
opérateurs différentiels linéaires (1): 

T{IRP'^-^) ^ C (2) 

Preuve : 

(i) On associe à chaque opérateur de la forme (1) une classe de courbes 
projectivement équivalentes dans ]RP^~^ par la construction suivante : 

Soit E l'espace vectoriel de dimension n des solutions de l'équation différentielle 
Ly = 0. A chaque x & ïït correspond l'hyperplan <Z E constitué des so- 
lutions s'annulant en x : 
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H,, = {ye E\y{x) = 0} 

L'application x e R ^ e P{E*) ^ iRP"-^ fournit la courbe 7(0;) 
recherchée. 

Les deux faits suivants sont alors évidents : la courbe 7 est définie à 
homographie près (correspondant au choix d'une base de E) et elle est non 
dégénérée. 

(ii) Réciproquement, soit 7 G V{]RP^~^) il existe un unique opérateur 

G dont la classe de courbes associée par la construction précédente 
soit la classe d'équivalence 7 G V{IRP^~^). La définition exacte de l'opérateur 
sera décrite dans la démonstration du lemme 2.5.3 ci-après. □ 

Remarques : 

(a) Monodromie : Soit 7 G Vt{IRP"^~^) une courbe T-équivariante (oii 
T est une classe de conjugaison dans PGL(n ; -K)). Les coefficients Ui dans 
l'opérateur sont alors 27r-périodiques. L'opérateur de monodromie T as- 
socié à Lj : 

f : E ^ E : y ^ y o t2t, iT2^ix) = x + 2%) 

est alors un élément de SL{E). La donnée de T est équivalente à celle d'une 
classe de conjugaison dans SL{n ; M) ; celle-ci se projette sur T : 

SL{n ; M) PGL{n ; M) f^T 

(b) Tous les invariants différentiels projectifs des courbes 7 G r(iRP"~^) 
s'expriment comme des polynômes différentiels en les fonctions Ui. 

Exemples Un opérateur de Sturm-Liouville : 

L = + u(x) 

dont le potentiel u est 27r-périodique est appelé un opérateur de Hill. 
2.5 V{S^) comme espace affine; dérivée de Schwarz 

V{S^) est un espace affine attaché à l'espace vectoriel des opérateurs de 
Hill. C'est-à-dire que la donnée de 2 structures a et /5 G définit un 
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opérateur de Hill L. On notera 



L^a-(5 (3) 
Cette construction appartient à Hubbard [H] (voir aussi [G] [I]). 

Définition : Dérivée de Schwarz. Soient ip et deux immersions 
M — ^ MP^. Pour tout X E M, il existe une unique homographie hx G 
PGL(2 ] M) telle que les jets d'ordre 2 en x des immersions ip et h o ip 
coïncident. La dérivée d'ordre 3 : 

définit alors une application cubique T^M — > T^(^x)^P^ et sa composition 

avec (Tx(p)~^ : T^(x)^P^ T^M est une application cubique T^M — > T^M. 
Cette dernière s'identifie à une forme quadratique sur TxM qui sera notée 
S{ip,ip){x). La différentielle quadratique S{(p,il!) est appelée dérivée de 
Schwarz (généralisée) de ip par rapport à tp. 

En particulier si ip{x) = x (modulo l'identification MP^ = MU {oo}) on 
obtient la dérivée schwarzienne classique : 



{dxf (4) 



les deux propriétés fondamentales de la dérivée de Schwarz sont : 

(j) S{h o ip^ip) — S{ip, h o ip) — S{ip, ip) \/h e PGL{2 ; IR) (invariance 
projective) 

(jj) 5(^, i,) + 5(^, x) = S{ip, x) ix e Imm~(iR ; RP')) 

considérons à présent ipcttp comme étant deux apphcations développantes 
pour les deux structures projectives a et (3 & V{S^). La différentielle quadra- 
tique S{ip},'ip) ne dépend que de la donnée àe a et (3 (propriété (i)). Elle de 
plus définie sur 5"^. On définit alors : 

a- f] := S{(p,'ilj) 

L'opérateur de Hill (3) admet pour potentiel u{x) — S{(p,ip){x) (par 
construction) . 
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Les deux propriétés suivantes sont alors vérifiées : 

(a) Va, /3, 7 e , (a -/?) + (/?- 7) = a - 7 (relation de Chasles) 

(b) Pour toute structure a. G V{S^) et toute différentielle quadratique q 
sur S^, il existe une unique structure P G V{S^) telle que q — a — (5. 

Ces deux dernières propriétés achèvent de démontrer le fait que V{S^) 
est un espace affine attaché à C^. 

2.6 Action du groupe des difféomorphismes 

Soit Diff(iR) le groupe des difféomorphismes de classe C°° de la droite réelle. 
Il agit sur l'espace des courbes paramétrées r(Af) d'une variété Af par 
reparamétrisations. L'isomorphisme (2) permet de définir une action de 
Diff(iR) sur l'espace des opérateurs d'ordre n. 

Lemme 2.6.1 (i) Le potentiel de degré n — 2 dans un opérateur L Çl 
se transforme sous l'action d'un difféomorphisme g G DiS{M) de la façon 
suivante : 

g = [Un-2 og).g + S{g) 

(a) L'expression : 

n — 2 

W3 = Un-3 ^ X u'^_2 

se transforme comme une différentielle cubique : 

g*W3 = {w3 og)x g'^ 

Preuve : il s'agit ici d'un calcul direct. □ 

Les autres coefficients Ui se transforment, sous l'action de Diff(^), suivant 
des formules plus compliquées. Cependant, nous avons tout de même le fait 
classique suivant : 

Proposition 2.6.2 // existe une série de polynômes différentiels en Ui : 
Wk = Wk{ui,u'i,...) A; e {3,4, . . . ,n} 
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qui se transforment pour l'action de Diff(iR) comme des différentielles de 
degré k : 

Wk = Wk{x){dx)^ 

Les expressions (non explicites) pour les Wk ont été déterminées pour la 
première fois dans la littérature physique (voir [F-I-Z]). 

Remarque : Les différentielles ne sont pas uniquement définies pour 

Il est également possible d'interpréter géométriquement les solutions de 
l'équation différentielle linéaire Ly — comme le montre le lemme suivant. 

Lemme 2.6.3 Sous l'action du groupe DiS{M), les solutions de l'équation 
différentielle Ly — se transforment comme des densités tensorielles de poids 



l-n 
2 



y = y{x){dx) 2' 



Preuve : (i) Rappelons que l'action de Diff(iR) sur /y est donnée par son 
action sur les courbes 7 C IRP^~^. Nous allons à présent expliciter les 
formules donnant les solutions de l'équation différentielle L^y = 0. 

Soit (71 (x), . . . ,7„_i(a;)) un système de coordonnées locales affines pour 
la courbe 7. Notons la fonction définie par : 



il 



(n-l) 
7l 



7n-l 

(n-l) 
7n-l 



Les n fonctions: 



yo^W'y'',yi^ 71 yn-i = -fn-lWj " (5) 

constituent alors un système fondamental de solution pour l'équation 

Ljy = 

(ii) La formule (5) montre immédiatement que les solutions yi se transfor- 
ment sous l'action des reparamétrisations g*^ = 7 o de la façon suivante : 



9*y ={y°9)x {9') 2" 



□ 
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Exemples : 

(n = 2) Les solutions d'une équation de Sturm-Liouville se transforment 
comme des densités tensorielles de poids —1/2 sur IR. 

{n = 3) Les solutions de l'équation différentielle y'" + Ui{x)y' + UQ{x)y = 
se transforment comme des champs de vecteurs sur M. 

Monodromie. Soient 7 G TtIMP^'^) une courbe T-équivariante. 
L'action d'un difféomorphisme g G Diff^(^) préserve la monodromie si et 
seulement si : 



Ces difféomorphismes constituent un sous-groupe de Difr'"(^) isomorphe 
au revêtement universel du groupe Difr'"(S^) des difféomorphismes du cercle 

respectant l'orientation. Par conséquent, l'action de Difr'"(S^) sur les courbes 
équivariantes se projette en une action de Difr'"(S^) sur l'espace £2^^ des 
opérateurs différentiels à coefficients périodiques. 

11 est à remarquer que - en ce qui concerne l'action des difféomorphismes 

sur les solutions - c'est toujours Diff"'"(S"'^) qui agit et non Diff~''(S^). 

Exemple: l'espace Tq(]RP^). Considérons l'espace Tq{]RP'^) de toutes 
les courbes paramétrées, non dégénérées et équivariantes modulo équivalence 
projective. Notons J^s{S^) l'espace des différentielles cubiques sur et q : 
V{S^) V{S^) X T^{S^) le plongement : q{a) = (a;,0). 

Il existe alors un isomorphisme $ : Tq{]RP'^) V{S^) x ^^^{S^) rendant 
cohérent le diagramme suivant : 



g{x + 27r) = g{x) + 27r 



Vx e R 



■2tt — 



ToiMP^ 



Il \ 



011 fjL désigne l'apphcation DifF^(S^) - équivariante : 
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La construction de l'application $ est la suivante : Soit L = -\-uid-\-UQ. 
Alors, 



Remarquons que ($ ^ o q){d'^ -\- u) — -\- Aud + u' et que la courbe 
7 G ro(iRP^) associée à cet opérateur a son support dans une conique de 
MP^ (voir [C]). 

2.7 Longueur d'arc affine et projective ; courbure 
affine et projective. 

Longueur d'arc afRne. Soit c G C(iR") une courbe non paramétrée et non 
dégénérée. Fixons un paramètre x quelconque sur c. 

Définition : On appelle longueur d'arc affine sur c la 1-forme 



Le paramètre a est défini à une transformation affine près : o" ~ acr + 
6 (a G lt!\{0}, h G ïïVj. a est appelé le 'paramètre affine sur c. 

Il est à noter que la définition du paramètre affine fait intervenir le volume 
euclidien du parallélépipède supporté par les n vecteurs c'{x), . . . , c^'"\x). 

Courbure affine — Définition : Les n — 1 fonctions : 



(oià i G {1, . . . , n — 1} et le symbole R"S signifie l'ommission du vecteur 
correspondant) sur la courbe c sont appelées les courbures affines d'ordre i 
de c. 

Exemple : Nous retrouvons dans le cas oiin = 2 les définitions classiques 
de la longueur d'arc et de la courbure affine d'une courbe de : 




da = C*^ [Wc{x) 
où Wc(x) = det(c'(x), c"(x), c^''\x)) 



.(n+l) 



dx 



Ki{a) = {-iydet{c',...,Ci,...,c(^+''>){a) 



da — 



C[{x) C'2{x) 
c'{{x) C2{x) 



3 



dx et K{a) 



c'{{a) c'i{a) 
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. (voir [Bo] et [Bu]). 

On peut en fait réaliser les courbures comme les coefficients d'un 
opérateur différentiel linéaire de degré n + 1. Plus précisément, les coor- 
données de la courbe c paramétrée par a vérifient l'équation différentielle : 

yin+i) + + . . . + Kn-i{a)y' = 

Application de Gauss. Il est possible d'associer naturellement à chaque 
courbe affine c G C(iR") une courbe projective paramétrée t(c) G r[]RP^~^) 
module équivalence projective. 

Précisons cette construction. Munissons la courbe c du paramètre affine 
cr. La vitesse c = ^c: 

c liR^iRP"-^ 
r(c) est alors la classe de c modulo PGL{n ; M). 

Lemme 2.7.1 L'opérateur différentiel linéaire associé à t(c) G r(iRP"~^) 
est : 

= a: + K,{a)d:-' + . . . + K^_,{a) (5. = ^) 
Preuve : D'après (6) les coordonnées yi de c'{a) vérifient l'équation 

Lc-Vi = 

On conclut en remarquant que t(c) est la projectivisée de (yi, . . . , y^) G 
iR" via la projection iR"\{0} RP^^'K □ 

Longueur d'arc projective . Soit c G C{1RP^~^) une courbe non 
paramétrée et non dégénérée dans l'espace projectif de dimension n — 1 et 
notons X un paramètre quelconque sur cette courbe . Rappelons qu'à la 
courbe paramétrée c{x) correspond un opérateur différentiel Le & C"'. 

Définition : 

(i) On appelle longueur d'arc projective sur c la 1-forme : 

da = [ws{x)]3dx 



SI c{x) = } { ] 
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où tU3{x) = (un-3 — :^u'j^_2j {x){dxy cst la différentielle cubique associée à 
l'operateur Le- 

(ii) Supposons que W3 7^ 0. Dans ce cas, a définit un paramètre local sur 
la courbe c appelé paramètre projectif. Ces points sont caractérisés par le 
fait que la conique osculatrice possède un ordre de contact (en ce point) > 5 
(voir [C]). 

Courbure projective La différentielle quadratique Un-2{x){dxy définit 
une structure projective sur la courbe c. Plus précisément, il existe une 
projection Diff(iR)- équivariante de l'espace sur l'espace des opérateurs 
de Sturm-Liouville : 

Définition : On appelle courbure projective d'une courbe c G C{]RP'^~^) 
la structure projective sur c définie par l'application 

Exemple :(n = 3) Au voisinage d'un point non sextactique, une courbe 
c e C(-ff?P^) est uniquement définie (modulo PGL{3 ; R)) par sa courbure 
projective (cf [C] et Chap.5.6.). 

Le théorème des six sommets Les deux résultats classiques suivants 
pour les courbes planes fermées sont des analogue du théorème des quatre 
sommets de la géométrie différentielle euclidienne plane. 

Lemme 2.7.2 Toute courbe fermée et non dégénérée dans MP^ possède au 
moins 6 points seoctactiques. 

Preuve : (voir par exemple [Bo] ou [Bu]) Ce résultat découle facilement 
du fait suivant : fixons un paramètre quelconque x sur notre courbe c G 
Cid{IRP^) et notons L l'opérateur différentiel de degré 3 associé à la courbe 
paramétrée c{x). Pour toute solution y de l'équation différentielle Ly — 0, 
on a : 

w^{x)y{xYdx = □ 



51 

2 



Convenons d'appeler sommet d'une courbe affine de IR tout point critique 
pour sa courbure. On a alors le : 
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Corollaire 2.7.3 Une courbe affine fermée et non dégénérée dans IB? possède 
au moins 6 sommets. 

Preuve : Soit c G Cid{Œ^) et munissons cette courbe de son paramètre affine 

(T. 

Ses coordonnées Ci{a) et 02(0-) vérifient alors l'équation : 

c;» + «:(aK(a) = 

A l'opérateur différentiel d'^-\-K{a)d correspond une classe de courbes fermées 
et non dégénérées 7 G Vid{JRP^)- D'après le lemme précédent, chacune de 
ces courbes possède au moins 6 points sextactiques et, par conséquent, la 

différentielle cubique Wz{(t) — —-k'{(t) s'annule au moins en 6 points. □ 

Cas des courbes planes équivariantes 

Lemme 2.7.4 Si V opérateur de monodromie T d'une courbe équivariante 
c G Ct{JRP^) possède une de ses valeurs propres égale à l'unité, alors la 
courbe c a au moins 2 points sextactiques. 

Corollaire 2.7.5 Une courbe affine équivariante c G Cq{IB?) possède au 
moins 2 sommets. 

Les preuves de ces deux résultats sont analogues à celles de 2.6.6. 

2.8 L'espace Vt{S^) comme variété symplectique 

L'espace V{S^) formé par toutes les structures projectives sur le cercle unité 
est munie d'une structure de Poisson [Kil]. 

Sur chaque sous-espace Vt{S^) constitué des structures projectives à 
monodromie T fixée, ce crochet de Poisson est sous-jacent à une structure 
symplectique sur Vt{S^) '■ Vt{S^) est une "feuille symplectique" de ce 
crochet (voir [Sel]). 

Nous présentons ici la formule explicite pour la forme symplectique de 
l'espace Vt{S^)- La définition du crochet de Poisson sera donnée (dans le 
cas le plus général) au chapitre 7. 
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Lemme 2.8.1 Soit a G Vt{S^), on a alors : 

TaVriS^) = Vect{S^) j aut{a) 

où Vect{S^) désigne l'algèbre de Lie des champs de vecteurs de classe C°° 
sur le cercle et aut{a) ^ Vect{S^) est l'algèbre de Lie du groupe des auto- 
morphismes de la structure projective a. 

Preuve : L'espace Vt{S^) est un espace homogène du groupe DifF'"(S^), ce 
dernier agissant par transport de structure sur V{S^). □ 

Fixons une fois pour toutes une forme longueur dt sur la droite projective 
ïïiP^. La donnée d'une application développante ip : M ^ MP^ pour une 
structure a G Vt{S^) est équivalente à la donnée de la 1-forme 9 — ip*{dt). Si 
Sa désigne un vecteur tangent à Vt{S^) en a, il existe un champ v G Vect{S^) 
tel que : 5a = L^9 (oii L„ désigne la dérivée de Lie par rapport au champ 
v). On peut en outre choisir ce champ de façon à ce qu'il s'annule en un 
point. □ 

Définition de la forme symplectique On définit une 2-forme symplec- 
tique u sur la variété Vt{S^) de la façon suivante. Soit ôia et Ô2a G T^Vt^S^) 
deux vecteurs tangents en la structure a G Vt^S^)- Soit et ^2 ^ Vect{S^) 
deux champs sur tels que : 5ia = L^.9 et ^i^Xq) = pour un point Xq G S^, 
fixé. 

On pose alors : 

u(5,a,5,a)^l^d^ (7) 

L 9 

Remarquons que Lç.9 est une 1-forme sur IR, mais que la fonction — |— 
' 9 
est 27r- périodique, donc définie sur S^. 

Lemme 2.8.2 La 2-forme eu est bien définie sur Vt{S^) ; elle est fermée, 
non dégénérée et sa définition est indépendante du choix de ^1,^2,'/' et du 
paramètre t. 
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Preuve : En utilisant le paramètre t, on a les écritures suivantes pour la 
1-forme 6 et les champs : 

e = ^'{t)dt 6 = 6W^ e^(t + 27r) =ei(t) 

dt 

Un calcul direct nous donne la formule suivante : 



oh S{ip) est la dérivée de Schwarz (classique) et [^i, ^2] = ^1 ^2 ^2 désigne 
le crochet de Lie des champs de vecteurs sur 5*^. 

L'invariance de la formule (7) vis-à-vis du choix de ^1, ^2, et dt peut être 
vérifiée soit directement, soit plus rapidement en utilisant la : 

RemarqueH : La formule (7) coïncide avec la forme symplectique de 
Kirillov-Kostant-Souriau sur une orbite coadjointe de l'algèbre de Virasoro 
(voir [Kil]). □ 



Lemme 2.8.3 La forme u est invariante relativement à l'action du groupe 
DifF''(S^) sur l'espace Vt{S^) ■ 

Algèbre de Virasoro : crochet de Poisson sur l'espace V{S^) Con- 
sidérons l'action du groupe DifF^(S^) sur l'espace /^Itt des opérateurs de Hill 
d'^+u{x) (cf 2.5.1). L'action infinitésimale associée est une action de l'algèbre 
de Lie Vect(S'^) sur C'^^ : 

fin 

Lfu = fu' + 2f'u + ^ 
on f = f{x)-^ G Vect(S^) et Lf désigne la dérivée de Lie. 
Définition : Soit 




une fonctionnelle linéaire sur l'espace des opérateurs de Hill. On lui associe 
un champ de vecteurs ^ sur en posant : 

^ = Lf 



^Voir aussi 2.7.5. 
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Lemme 2.8.4 L'application ^ : (Cl^)* est un opérateur hamiltonien 

sur C\^: il définit un crochet de Poisson sur 'P{S^). 

Preuve : En général, pour définir un crochet de Poisson sur une variété 
V, on commence par se donner un opérateur ^ : T*V TV Hnéaire et 
antisymétrique. Si / et G C°°{V), on pose : 

{f,g} ■.^<dg,adf)>eC^{V) 

{ ., . } définit un crochet de Poisson sur V si : 

E{fA9,h}}^0 yf,g,heC^(V) 

cycl. 

c'est l'identité de Jacobi. 

Pour vérifier l'identité de Jacobi dans notre cas, il suffit de la vérifier sur 
les fonctionnelles if. Posons donc : 

{if,i,}{u) =< i,,Lg{u) >= J^j{fu' + 2fu + ^n{x)dx 

oùf,ge Vect(S^) et 9^ + u{x) e Cj^. 

On s'apperçoit alors que ces fonctionnelles linéaires définissent une algèbre 
de Lie : 

{if, i,}iu) = i[f,,]iu) + j^^ nx)g"{x)dx (8) 

□ 

Remcirque : L'algèbre de Lie définie par (8) s'appelle V algèbre de Vira- 
soro. C'est une extension centrale de l'algèbre de Lie Vect{S^). 

Le fait suivant peut être démontré en utilisant la formule (8): 

Proposition 2.8.5 Une orbite coadjointe de l'algèbre de Virasoro s'identifie 
à un espace Vt{S^)- La forme symplectique sur ce dernier espace coïncide 
alors avec la 2-forme symplectique canonique sur l'orbite coadjointe. 
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3 STRUCTURES SYMPLECTIQUES SUR 
L'ESPACE DES COURBES AFFINES 

Soit M une variété localement affine (cf. Chap. 2.1) de dimension n. 
Nous définissons ici une forme symplectique sur l'espace Cid{M) des courbes 
fermées, non dégénérées et non paramétrées sur M à équivalence affine près. 
Notre définition repose sur deux idées principales : 

(a) A chaque courbe c G C{M) est associée une classe dans r(lRP^~^) 
(l'espace des courbes paramétrées et non dégénérées sur ]RP'^~^ modulo 
équivalence projective). Nous définissons alors une application : 

n : Cia{M) T(RP^-^) 

dans l'espace des courbes projectives paramétrées (modulo équivalence pro- 
jective). Cette application est affinement invariante et induit une applica- 
tion : 

n : Cu{M) r(iRP"-i) 

Sur chaque composante connexe de l'espace Ci^iM), l'image de H est 
incluse dans le sous-espace des courbes projectives à monodromie fixée. 

(b) Il existe une structure symplectique canonique sur chaque espace 
Tt{JRP^~^) (dans le cas où n = 2, cette structure a été définie dans le 
chap. 2.7 ; pour le cas oii n > 3 voir chap. 6.2). 

3.1 Cas où dim{M) = 2. 

Plaçons-nous à présent dans le cas d'une surface localement affine M. 

Si c G C(M), nous pouvons définir deux structures géométriques sur c (cf. 
Chap. 2.6) : 

(i) Une paramétrisation affine : 

(il) Son application de Gauss : 

r : c ^ MP^ 
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La première est une structure affine sur c et la seconde une structure 
projective. 

Définition de l'application H : Cid{M) V{S^) On peut interpréter 
cr et r comme deux structures projcctives sur la courbe fermée c ~ 5*^ (pas de 
manière canonique). L'espace V{S^) est un espace affine modelé sur l'espace 
vectoriel des opérateurs de Hill (voir Chap. 2.4.3). Fixons alors une structure 
projective a G V{S^) qui jouera le rôle de "l'origine" (on pourra prendre par 
exemple la structure projective canonique définie par le revêtement universel 
de MP^). 

n(c) est alors définie par l'égalité : 

T - a = n(c) -a e £L 

Nous pouvons également donner une version plus na'ive, quoique directe, 
de cette définition : on obtient une immersion tTc : iR — > ïïtP^ en posant : 

TTc := r o (7 

Cette immersion tTc est l'application développante d'une unique structure 
projective sur S^. Nous appellerons 7r(c) cette dernière. 

Lemme 3.1.1 L'application II "descend" sur l'espace quotient Cid{M) . 

Preuve : LE est - par construction - affinement invariante. □ 
On obtient donc une appfication LE : Cid{M) — > V{S^). 

Lemme 3.1.2 II envoit chaque composante connexe deCid{M) dans un sous- 
espace Vt{S^)- 

Preuve : Faisons le choix d'une paire développante ((^, T) pour la structure 
affine de la surface M : 

^ -.M ^ïït^ 
T ■.7ri{M)^Aff{2;M) 

Soit c G Cid{M) une courbe fermée sur la surface M et c C M un relevé 
quelconque de cette courbe dans le revêtement universel de la surface. La 
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classe d'homotopie [c] de notre courbe peut être considérée comme un élément 
de 7ri(M). Posons donc A := T([c]) G Aff{2 ;1R). La courbe (p{c) C iR^ 
est A-équivariante : 

ip{c) e Ca{M^) 

Notons T e PGL{2 ; M) l'image de A par la projection naturelle : 

Aff{2;M)^PGL{2;]R) 

Munissons c de son paramètre affine a et soit (3 : IR^ MP^ l'application 
de Gauss associée à la courbe (</? o c) (cr) . On obtient : 

P{(r + 2n) =T.p{a) 

P est une application développante pour la structure n(c) 

De plus, si c reste dans la même classe d'homotopie, A et, par conséquent, 
T restent fixes. □ 

Proposition 3.1.3 Sur chaque composante connexe C de l'espace Cid{M), 
la restriction H : C — > Vt{S^) est une bijection. 

Preuve : L'opérateur de Hill L — t — a associé à la structure projective 
n(c) (c e Cjd(M)) est donné par : 

L^dl + K{a) 

oii K,{a) désigne les courbure affine de la courbe c (voir Chap. 2.6). 

Or, une courbe affine est définie uniquement par sa courbure, modulo 
équivalence affine. □ 

Corollaire 3.1.4 // existe sur chaque composante connexe de l'espaceCidiM) 
une structure de variété symplectique. La forme symplectique Q est donnée 
par la formule : 

uj désignant la forme symplectique sur l'espace Vt{S^)- 
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3.2 Cas où dimM = n > 3 — Fin de la démonstration 
du théorème 1. 

M désignera une variété affine de dimension n > 3. 

Nous généralisons dans cette section la construction vue en 3.1. l'existence 
d'une paramétrisation affine pour une courbe c G Cid{M) conduit à l'existence 
d'un plongement : 

Cid{M) ^ r(M) 

De plus, le choix d'une application développante (p : M ^ IR^ entraîne 
l'existence d'une application : 

r(M) ^ r(iRP"-i) 

(Application de Gauss associée à une courbe paramétrée). Nous obtenons 
donc une application : 

n : CidiM) ^ r{MP^-') 

Soit à présent p : Aff{n ; M) —>■ PGL{n ; M) la projection naturelle. On 

a le 

Lemme 3.2.1 Soit A e Aff{n ]B) etT :^p{A), on a : 

u{CA{sr)) c rr(iRP""^) 

La démonstration est analogue à celle du lemme 3.1.3. 

Les autres étapes qui suivent ce lemme répètent le cas de la dimension 2. 
Nous obtenons finalement l'application : 

n:Cid(M) ^r(iRP"-i) 

Sur chaque composante connexe de l'espace Cid{M), H est une bijection sur 
un sous-espace rj.(iRP"~^). 

Tt{MP^~^) est muni d'une structure de variété symplectique (voir Chap. 
6.2). 

Nous définissons donc sur Cid{M) une forme symplectique, image réciproque 
par n de celle sur rT(-KP"~^). Le théorème 1 est démontré. □ 
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Remarque : Action du groupe DifF^(S^). Le groupe Difï^(S^) agit 
sur l'espace Tt{JRP"'^^) par reparamétrisation des courbes. L'isomorpliisme 
n nous permet de transporter cette action sur chaque composante connexe 
de l'espace Cid{M). Par exemple, dans le cas de la dimension 2, le groupe 
DifF^(S^) agit sur la courbure K{a) d'une courbe c G Cid{M) comme sur le 
potentiel de l'opérateur de Hill + K{a). 
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4 STRUCTURE DE POISSON SUR L'ESPACE 
DES COURBES DE CARTAN. 

Nous considérons dans ce chapitre l'espace Cq{IRP^) des courbes projectives 
équivariantes, non paramétrées et non dégénérées dans le plan projectif. 

La même idée qui nous avait conduits à la construction d'une structure 
symplectique sur l'espace des courbes affines, nous amène, dans le cas pro- 
jectif, à la construction d'une structure de Poisson. De la même manière que 
dans le chapitre 3, nous allons associer à toute courbe c G Cq{IRP'^) deux 
structures géométriques sur cette courbe : 

(a) Une structure affine, engendrée par la largeur d'arc projective sur c. 

(b) Une structure projective, engendrée par la courbure projective de c. 

Pour que la structure (a) puisse exister, il s'avère nécessaire de renforcer 
la notion de non-dégénérescence. Précisons tout de suite ce fait : 

4.1 Notion de courbe de Cartan. 

Définition : Une courbe c G C{1RP^) sera dite une courbe de Cartan si elle 
ne comporte aucun point sextactique. 

Remarque : Il est possible de donner une version plus topologique de 
cette définition : une courbe de Cartan est en position générale, au voisinage 
de chacun de ses points, par rapport à sa tangente, mais aussi par rapport à 
sa conique osculatrice. 

Nous noterons Cc{lRP^) (resp. Vc{IRP^) dans le cas des courbes paramétrées) 
l'espace de toutes les courbes de Cartan équivariantes. On notera également 
Cc{MP^) (resp. TciMP'^)) ces mêmes espaces modulo équivalence projective. 

Comme conséquence du lemme 2.6.7, nous obtenons : l'opérateur de mon- 
odromie d'une courbe de Cartan équivariante ne possède aucune valeur pro- 
pre égale à l'unité. 
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4.2 Le crochet de poisson - Démonstration du théorème 
2. 

Les deux structures (a) et (b) sur une courbe de Cartan c G Cc{JRP^) per- 
mettent de définir une application : 

n : Cc(iRP^) ^ V{S^) 

(Nous utilisons le fait que V{S^) est un espace affine ; cf. 2.4.3 et 3.1.1). Cette 
application est PGL{3 ; IR)- invariante ; elle descend sur l'espace Cc{JRP^)- 
On obtient l'application : 

TT : Cc{IRP^) V{S^) 

La longueur et la courbure projective sont des invariants différentiels pro- 
jectifs : une courbe de MP^ est uniquement défini - modulo PGL{3 ; M)- 
par sa courbure k,{(t) (où a est le paramètre projectif de la courbe). Cette 
remarque montre que H est injective. 

L'espace Cc{MP^) peut alors être muni d'une structure de Poisson induite, 
via le plongement H, par le crochet de Poisson sur 7^(5"^) (cf. Chap. 2.7.5). 
Le théorème 2 est démontré. □ 

Les feuilles symplcctiqucs de la variété de Poisson Cc{SÎP^) sont con- 
stituées des courbes c vérifiant : 

r(n(c)) = c*^ 

Remarque : La définition de ce crochet de Poisson peut en fait se généraliser 
au cas d'une surface localement projective quelconque. 
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5 FEUILLETAGE SYMPLECTIQUE 

Il existe sur l'espace C{1RP'^) un feuilletage dont chaque feuille est munie 
d'une structure symplectique. Presque toute feuille est de codimension finie. 

Définition. Rappelons qu'une courbe projective fermée c G Cid{IRP^) 
possède au moins 6 points sextactiques (cf. 2.6.6). Presque toute courbe 
c e C{MP^) possède un nombre fini de tels points : c est alors dite générique. 

Soit c e C{MP^) une courbe générique et {xi, . . . , X2k} l'ensemble de ses 
points sextactiques (c'est-à-dire {xi, . . . ,X2k} est l'ensemble des zéros de la 
différentielle cubique Ws sur c) . On associe alors à c un point 

t = t{c) e MP^^-^ 

de la manière suivante : 



t est la droite vectorielle de IB?^ de vecteur directeur 



^2k 



ti := / W3{x)3dx Vi G {!,..., 2A;} 



Soit T une classe de conjugaison dans PGL{2 ; M). Notons A4T,t le sous- 
espace de C{1RP^) constitué des courbes c vérifiant : 

t{c)^t et T{kc) = T 

{kc est la courbure projective sur c, considérée comme structure projective). 

On pose aussi A^T^t := MT,t j PGL{3;IR). 

Proposition 5.0.1 // existe sur M.T,t une structure symplectique. 

Preuve : Commençons par définir une application : 

n : AÎT,t ^ Vt{S^) (9) 

Sur toute courbe c G C{IRP'^), il existe une structure projective : celle 
déterminée par la courbure projective de la courbe c. La longueur d'arc 
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projective sur c ne définit pas, par contre, une structure afiine sur c si la 
différentielle cubique a des zéros. 

Soit c et c' e M.T,t deux courbes, ^3 et w'^ les différentielles cubiques 
associées respectivement à c et à c'. On peut alors identifier ces deux courbes. 

Plus précisément, on peut trouver un difféomorphisme g : c ^ c' tel que : 

g*iw',) = C*^ X ws 

Ce difféomorphisme est évidemment projectivement invariant. 

Fixons une courbe c' G /At t et une structure projective quelconque a' sur 

c'. 

Toute courbe c G Alr,t est alors munie d'une structure projective, image 
réciproque par le difféomorphisme g de la structure a'. Nous disposons donc 
de deux structures projectives sur c, ce qui permet de définir une application : 

n : MT,t ^ Vt{S') 

n étant invariante sous l'action de PGL{2> ;M), elle descend sur A^t,* et 
l'application (<)) est bien définie. 

Notons alors fi := Il*uJ où w est la forme symplectique sur Vt{S^) (cf. 
2.7). Nous terminerons la démonstration par le : 

Lemme 5.0.2 (i) n est bijective 

(a) est indépendante du choix de é et a' . 

Preuve du lemme : les deux applications H correspondantes à deux choix 
distincts pour c' et a' différent par une translation sur l'espace Vt{S^)- Or, 
la 2- forme uj est invariante relativement aux translations (cf. 2.7). • □ 
Remarque 

Sur l'espace Cc{JRP^) des courbures de Cartan, la structure symplectique 
f2 coïncide avec la structure symplectique définie sur les feuilles symplectiques 
(cf. 4.2). 
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6 CROCHET DE GEL'FAND-DIKII 



Le crochet de Poisson de Gel'fand-Dikii (voir [G-D], [D-S]) est une des plus 

intéressantes structures de Poisson en dimension infinie. Les travaux s'y 
rattachant sont surtout populaires dans la littérature physique. 

L'algèbre de Poisson engendrée par ce crochet joue le rôle de l'algèbre des 
symétries (voir par exemple [I-Z-F]). 

Du point de vue géométrique, l'intérêt du crochet de Gel'fand-Dikii est 
basé sur ses propriétés naturelles d'invariance. Il nous permettra de définir 
une structure symplectique Difï^(S^)-invariante sur l'espace des courbes paramétréesJde 
]fipn-i modulo équivalence projective. 

6.1 Définition du crochet de Gel'fand-Dikii 

Le crochet de Gel'fand-Dikii est défini sur l'espace des opératcius différentiels 
linéaires à coefficients périodiques. Considérons donc l'espace des opérateurs 
différentiels linéaires L — + it„_2(x)9""^ + . . . + uo{x) dont tous les coef- 
ficients Ui sont 27r- périodiques et notons le Cq. 

Nous allons associer à chaque fonctionnelle linéaire F : Cq ^ M un 
champ de vecteurs ^{F) sur Cq. Pour cette construction, nous avons besoin 
de quelques résultats concernant l'espace Cq. 

Tout d'abord, il suffira de se limiter aux fonctionnelles linéaires régulières 
sur jCq, c'est-à-dire les fonctionnelles F de la forme : 

F{L) = Y. Mx)u,{x)dx 

oùfieC°°{S^) Vi G {0,1,..., n-2} 
Définition : La somme formelle : 

n 

>S = 5^a,(x)9-^ 

1=1 

on les flj G C°°{S^) , — (^-^^ est appelée un symbole pseudo- 

différentiel d'ordre n. 

A chaque symbole S, nous associons une fonctionnelle linéaire 

4 .Co^M 
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par la construction suivante. Si L G Cq^ le produit S.L peut se réécrire 
comme une série formelle : 

— oo 
i=n—l 

Il suffit d'utiliser l'identité de Leibnitz : 

d-^a{x) = a{x)d-^ - a'{x)d-'^ + a"{x)d-^ 

(Cette identité se déduit de l'égalité : d.d~^a{x) = a{x).) 
Définissons alors : 

£s{L) := I rés(S.L)(x)dx 

oii rés(5'.L) := 6_i Le fait suivant est alors évident : 
Lemme 6.1.1 Toute fonctionnelle linéaire régulière F peut s'écrire : 

F = is 

où S est un symbole pseudo- différentiel. 

Remarque importante : Il est évident que la fonctionnelle £s ne dépend 
pas du dernier coefficient a„ du symbole S. Par exemple, dans le cas n — 2, 
le symbole S — aid~^ + a2d~^ admet pour fonctionnelle associée : 



£s{d'^ + u)= / ai{x)u{x)dx 



Définition de l'opérateur hamiltonien : A chaque symbole S, on 
associe un opérater linéaire Co — > 

L I — >Ls = L{SL)+ - {LS)+L 

(oii le signe + signifie que l'on considère uniquement la partie différentielle 
de l'expression, c'est-à-dire tous les degrés > 0). 

A priori Ls est un opérateur différentiel d'ordre 2n — 1, mais il est facile 
de voir que les coefficients des opérateurs 9* sont identiquement nuls lorsque 
i > n — 1. 
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Proposition 6.1.2 ([D-S]) A toute fonctionnelle linéaire i correspond un 
unique symbole S tel que : 

(i)e^es 

(a) ord{Ls) — n — 2 

Preuve : Le choix du coefficient a„ symbole S est fixé par la seconde 
condition. □ 

Exemple (n = 2) Si = / f{x)u{x)dx alors i = is avec S — 

u{x)d~^ 2^^~^' L'opérateur Lg peut être interprété dans ce cas comme 

un vecteur tangent à l'espace Cq. 



Théorème 6.1.3 ([G-D], [D-S]) L'application ^ : ^ Cq définie par : 

m = Ls 

(où s vérifie les 2 conditions de la proposition précédente) définit un crochet 
de Poisson sur l'espace Cq, c'est-à-dire une structure d'algèbre de Lie sur 
l'espace des polynômes différentiels. 

Définition : Le crochet de Poisson du théorème ci-dessus est appelé 
crochet de Gel'fand-Dikii. 

L'expression de ce crochet sur les fonctionnelles linéaires est donnée par 
la formule suivante : 

Remarques : (i) n > 3 Dans ce cas, le crochet de deux fonctionnelles 
linéaires est une fonctionnelle quadratique. 

(ii) n — 2 Les fonctionnelles linéaires forment une algèbre de Lie isomor- 
phe à l'algèbre de Virasoro. 

(iii) D'un point de vue géométrique, le crochet de Gel'fand-Dikii apparaît 
comme très naturel si on remarque les deux propriétés suivantes : 

(1) Il est invariant relativement à l'action de Diff'''(S^). 
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(2) La restriction de ce crochet aux fonctionnelles F{un-2) définit un 
crochet d'algèbre de Lie. Cette algèbre de Lie coïncide avec l'algèbre des 
fonctions sur les opérateurs de Hill : 



L = dl + 



6 



Un-2{,X) 



n{n — l){n+ 1) 



(voir [Kh]). 

Considérons, de plus, l'action infinitésimale de l'algèbre de Lie Vect{S^) 
associée à l'action de Diff^(S^). Cette action infinitésimale conserve le cro- 
chet de Gel'fand-Dikii. L'application moment correspondant à cette action 
est donnée par : 



6.2 Structure symplectique sur l'espace des courbes 
projectives paramétrées 

On étudie ici les feuilles symplectiques du crochet de Gel'fand-Dikii. 
Le résultat principal dans [K-0] est le : 

Théorème 6.2.1 Le crochet de Gel'fand-Dikii définit une structure sym- 
plectique sur chaque sous- espace Ct C Cq constitué par les opérateurs à 
monodromiM fixée. 

En d'autre termes, chaque espace Vt{JRP^~^) = Ct (cf . 2.4) est une 
variété symplectique. 

Preuve. Il nous faut démontrer deux faits : 

(a) Un champ hamiltonien Lx est tangent à Ct. 

(b) Tout vecteur tangent à Ct est donné par un champ hamiltonien. 

La donnée d'un opérateur L est équivalente à celle de l'espace des solu- 
tions de l'équation différentielle associée Ly = 0. A un symbole S correspond 

Il Rappelons que T désigne en fait une classe de conjugaison dans le groupe projectif 
PGL{n -R) 



(courbe dansiRP""^) 



(courbure projective associée) 
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un champ de vecteurs L i — > Ls- Ce symbole induit également un champ sur 
chaque espace de solutions El = {y E C°°{]R)\Ly = 0} : 

y I — ^Vs 

Le résultat est : 

ys = -{SL)+y (10) 
En fait, par définition, on a l'identité suivante : 

Lsiy) + L{ys) = 

(a) est alors évident en considérant (10) car y ^ ys est linéaire en y. 

Réciproquement, si on fixe ys, le symbole S s'obtient comme solution 
d'un système d'équations finéaires. On vérifie facilement que les coefficients 
ai{x) de S sont 27r-périodiques si et seulement si la monodromie est fixée. □ 

Exemple : (n = 3) L'espace Tid{MP^) est constitué de 3 feuilles sym- 
plectiques. Chacune de ces feuilles correspond à une des 3 classes d'homotopie 
dessinées à la Fig. 1 (Chap. 2.3.2). 

6.3 Formules explicites pour les formes symplectiques 

Nous présentons dans ce chapitre la formule donnant la forme symplectique 
induite par le crochet de Gel'fand-Dikii dans un cas particulier. 

Définition : Une courbe c G C{IRP'^~^) sera dite non oscillante si tout 
hyperplan projectif de IRP"^~^ rencontre la courbe en au plus n — 1 points 
distincts. 

Si 7(x) est une courbe paramétrée non oscillante e r(iRP'*-i), alors 
l'opérateur différentiel associé Lj (cf. 2.4) est non oscillant au sens clas- 
sique . C'est-à-dire, chaque solution y de l'équation différentielle associée 
L^.y = admet au plus n — 1 zéros sur l'axe réel. 

Le cas particulier pour lequel nous allons expliciter la forme symplectique 
de Gcl'fand-Dikii est donc celui des courbes équivariantes, non oscillantes et 
à monodromie fixée. 

Présentons tout d'abord deux résultats classiques de la théorie des équations 
difféentielles linéaires, résultats qui nous seront utiles pour la suite : 
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Lemme 6.3.1 (Sturm) : 

Un opérateur L G est non-oscillant si et seulement si on peut trou- 
ver n — 1 solutions yi, . . . , i/n-i pour l'équation Ly — telles que les n — 1 
fonctions : 



yi , wi 



yi y2 
y'i y2 



yi 



yr' 



y-n-i 



i/n-1 



ne s 'annulent en aucun point. 



Lemme 6.3.2 (Frohenius) : 

Un opérateur L G £" est non-oscillant si et seulement si L possède une 
factorisation en n opérateurs d'ordre 1 : 

L = (9 + oi + . . . + an-i){d - an-i) ...{d- ai) 

où les ai G C°°(iR) Vi G {1, . . . , n - 1}. 

Les coefficients Oj ci-dessus peuvent être calculés en posant : 

y_[ 
yi 

w'- 

ai-i-^ ViG{2,...,n-l} 

Wi 

où yi et Wi sont les fonctions vues dans le lemme 7.1. 

Remarque : Supposons que les coefficients Ui dans l'opérateur L soient 
27r-périodiques. On peut alors trouver une factorisation de L où les coeffi- 
cients Qi sont également 27r-périodiques. En fait, il suffit que l'opérateur de 
monodromie T, associé à L, soit représenté par une matrice triangulaire dans 
la base . . . 

Soit 7 une courbe paramétrée M MP^^^ non oscillante et équivariante. 
Notons ^7 et ^7 deux déformations infinitésimales de 7 (en d'autres ter- 
mes, deux vecteurs tangents en 7 à l'espace des courbes non oscillantes). 
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On peut identifier ^7 (resp. ^7) k Sa = {Sai, . . . ,San-i) (resp. k Sa ~ 
{ôai, . . . ,ôa„-i)). 

Soit A — {Aij) la matrice carrée d'ordre n — 1 définie par : 

A- - 

n 

On a alors le : 

Théorème 6.3.3 La forme symplectique uj de Gel'fand-Dikii sur l'espace 
des courbes non oscillantes à raonodromie fixée est donnée par : 

u{ô^,S^) = / {SaAd~^Sa){x)dx 
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